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)a(یاه عیزوتنانچمهاما،1تساهتسباوینامزفالتخاهباهنتهکدشابیا یگتسبمهدوخعباتیاراددنیارفکیتسانکممروطچ

؟دنشاباتسیاریغنآرتالابهبترممأوت

)b(اتسیامأوتتروصهبنانچمهاما،دنشابناسکی2یا هیشاحلامتحایلاگچعباوتیارادهظحلرهرددنیارفودتسانکممارچ

؟دنشابن3

)c(اهنآ5یاه یگتسبمهدوخقیرطزادرومنیاارچ؟دنکراکشآارندوباتسیاریغدناوت یمدنیارفودنیب4لباقتمسنایراووکهنوگچ

؟تسینهدهاشملباق

σ2سنایراووµXنیگنایماباتسیایسواگدنیارفکیX(t)یفداصتلانگیسدینکضرف)هرمن20(.2
Xکیدراولانگیسنیا.تسا

:دنیآ یمتسدهبریزتروصهبتوافتمینامزهظحلودردنآیاه یجورخهکدوش یمیطخمتسیس

Y (t1) =

∫ ∞

−∞
h1(τ)X(t1 − τ) dτ, Z(t2) =

∫ ∞

−∞
h2(u)X(t2 − u) du.

)a(یفداصتیاهریغتم6مأوتلامتحاعیزوتY (t1)وZ(t2)دیروآتسدهبار.

)b(یجورخوداتتسامزالیطرشهچY (t1)وZ(t2)؟دنشابلقتسمرگیدکیزا

,R(tرباربنآیگتسبمهدوخعباتهکX(t)دنیآرف)هرمن20(.3 τ) = E[X(t)X(t+ τ)]رگا،میمان یم7فیعضاتسیاابیرقتارتسا

limt→∞R(t1:میشابهتشادt2وt1رهیارب + t, τ)−R(t2 + t, τ)

{W (n);n ∈ N ∪ Wهکیروطهبتساهتسسگیفداصتدنیآرفکی{{0} (0),W (1), عیزوتابiidیاهریغتمزایا هلابند...

W (n) ∼ N(0, σ2)دنیآرف.تساX(n)0نآردهکمینک یمفیرعتریزتروصهبار ≤ α < :تسا1

X(n+ 1) = αX(n) +W (n);n ∈ Z, X(0) = 0

.تسافیعضاتسیاابیرقتویسواگدنیآرفکیX(n)دنیآرفدیهدناشن

Vماوتفیعضاتسیایفداصتیاهدنیارف)هرمن20(.4 (t)وU(t)دیریگبرظنرداررفصنیگنایماب.V̂ (t)مینکفیرعتتروصهبار:

V̂t =

∫ ∞

−∞
h(θ)U(t− θ) dθ

E[(Vیواست،tوsرهیاربمیناد یم (t)− V̂ (t))U(s)] = .تسارارقرب0

1WSS
2Marginal PDFs
3Jointly Stationary
4Cross Covariance
5Auto Correlation
6Joint Probability Distribution
7WSS
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)a(دیهدناشنSV U (ω)− SUU (ω)H(ω) = 0.

)b(دینکتباثE[|Vt − V̂t|2] =
∫∞
−∞ SV V (ω)− ‎

|SV U (ω)|2
SUU (ω) dω.

هتسهوµ(t)نیگنایمعباتابX(t)لقتسمیسواگدنیآرفنینچمه.دینکضرفN(t)دننامλرتماراپابنساوپدنیآرفکب)هرمن35(.5

k(t, s)دیدجیا هطقندنیآرف.دیریگبرظنردارN2(t)دنیآرفطاقنردهکدیریگبرظنردارN(t)1لامتحاهب
یمامتردهبرضکی3

X(t0)eرادقمابهبرضtدننامt0زادعبطاقنرهردt0هظحلردهبرضکی.دنک یمداجیاسیدناطاقن
−θ(t−t0)دنک یمداجیا.

.میهد یمناشنD(t)ابارtهطقنردهدش لامعایاه هبرضعومجمنینچمه

)a(دینکضرفµX(t) = µنینچمه.تساتباثوk(s, t) = e−θ|t−s|سنایراوویضایردیمارادقمD(T .دینکهبساحمار(

)b(دینکضرفµ(t) = e−θtt , φ(t) = e−θtΦ(t)هکΦ =
[
a0, a1t, ..., aKtK

]T
عباتابرظانتمیگژیورادربφ(t)و

,k(tهتسه s)هظحلاتدینکضرف.تساTاقیقدnنیایاهنامزوتساهدشداجیاهبرضnهبرضt1, ..., tnادتبا.دنتسه

Kیارب = f(t1عیزوت1 + ... + tn|D(T Miرگادیهدناشنسپس.دینکهبساحمار(( =
∑n

j=1 t
i
j،عیزوترادقم

f(t1, ..., tn|D(T ,M1نتشاداب(( ...,Mkدوش یمنییعتاتکیروطهب.
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1.)a(فیعضییاتسیا)WSS(یوقییاتسیالباقمرد)SSS(:یفداصتدنیارفکیX(t)فیعضیاتسیاار)WSS(رگامییوگ یم

+E[X(t)X(t:دشابهتسباوτینامزفالتخاهباهنتنآیگتسبمهدوخودشابتباثنآنیگنایم τ)] = RXX(τ).

.دننکنرییغتینامزتفیشهبتبسنرتالابهبترممأوتلامتحایاه عیزوتمامتهکتسانآدنمزاین)SSS(یوقییاتسیا،لاحنیااب

نامزهبتسانکممموسهبترمرواتشگ،لاثمیارب.)دشابیسواگریغرگا(دشابنSSSامادشابWSSدنیارفکیتسانکمم

:دشابهتسباوtقلطم

E[X(t)X(t+ τ1)X(t+ τ2)] 6= E[X(t+∆)X(t+ τ1 +∆)X(t+ τ2 +∆)].

لوطردعیزوتلماکلکشهک(رتالابهبترمیاه هرامآاما،دنتسهییاتسیاهدنهد ناشن»مودهبترم«یاه هرامآ،یتلاحنینچرد

.دنزاس یمراکشآاراتسیاریغراتفر)دننک یمفیصوتارنامز

)b(یرامآصاوخهکتساینعمنیاهبیا هیشاحییاتسیا:مأوتیاه عیزوتلباقمردیا هیشاحیاه عیزوتX(t)وY (t)تروصهب

;fX(xینعی.دنک یمنرییغتنامزابهناگادج t) = fX(x)وfY (y; t) = fY (y)مامتیاربtاه.

تروصهبدنناوت یمدنیارفود.دنامبتباثنامزلوطرددنیارفودنیبهطبارهکتسانآدنمزاینمأوتییاتسیا،لاحنیااب

.دنکرییغتاهنآیگتسباوراتخاسرگادنشابناتسیامأوتتروصهبامادنشاباتسیایا هیشاح

:دنکقدصریزهطباررددیابمأوتPDF،مأوتییاتسیایارب،یضایررظنزا

fX,Y (x, y; t1, t2) = fX,Y (x, y; t1 +∆, t2 +∆).

ρXYیگتسبمهبیرضرگا (t)رددنیارفودًالثم(دنکرییغتنامزابt = tردامادنشابهتشادیوقیگتسبمه0 = 100

.دنامبیقابناسکیهظحلرهرداهنآیدارفنایا هیشاحیاه عیزوترگایتح،دنتسینمأوتیاتسیااهنآ،)دنوشلقتسم

)c(یدارفنایگتسبمهدوخعباوت:مأوتییاتسیاولباقتمسنایراووکRXX(τ)وRY Y (τ)یهباشت-دوخاهنتX(t)وY (t)هبار

.دنرادیگتسبτینامزریخاتهباهنتعباوتنیا،دنشابWSSییاهنتهبدنیارفودرهرگا.دننک یمفیصوتهناگادجتروص

:دوش یمفیرعتریزتروصهبلباقتمسنایراووکعبات،لاحنیااب

CXY (t, t+ τ) = E[(X(t)− µX)(Y (t+ τ)− µY )].

میشابهتشادیمتسیستسانکمم.دشابهتسباوτهبًارصحنملباقتمسنایراووکنیاهکدنتسهWSSًامأوتینامزاهنتدنیارفود

.دوششزغلراچدنامزلوطرد،رادیاپدنیارفودنیبریخاتای»یگدش تفج«نآردهک

Yرگا،لاثمیارب (t) = X(t−D(t))ریخاتنآردهکدشابD(t)دنک یمرییغتنامزاب،XوYتروصهبتسانکمم

CXYاما،دننامبیقاباتسیایدارفنا (t, t+ τ)رییغتابD(t)تسامأوتمتسیسندوباتسیاریغهدنهد ناشنهکدرکدهاوخرییغت.

2.)a(نوچ:مأوتلامتحایلاگچعباتX(t)یاه یجورخ،تسااتسیایسواگیفداصتدنیارفکیY (t1)وZ(t2))تالیدبتهک

Jointly(مأوتیسواگیفداصتیاهریغتمزین)دنتسهXیطخ Gaussian(لامتحایلاگچعباتنییعتیارب،نیاربانب.دنشاب یم

.مینکهبساحماراهنآسنایراووکواه سنایراو،اه نیگنایمتسایفاک،اهنآمأوت

:اه یجورخنیگنایم

µY1 = E[Y (t1)] =

∫ ∞

−∞
h1(τ)µX dτ = H1(0)µX ,

µZ2 = E[Z(t2)] =

∫ ∞

−∞
h2(u)µX du = H2(0)µX ,

H1(0)مینک یمفیرعتنآردهک =
∫∞
−∞ h1(τ) dτوH2(0) =

∫∞
−∞ h2(u) du.

:اه یجورخسنایراو

σ2
Y1

= E[(Y (t1)− µY1)
2] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
CX(τ − u)h1(τ)h1(u) dτ du
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σ2
Z2

= E[(Z(t2)− µZ2)
2] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
CX(τ − u)h2(τ)h2(u) dτ du

:یجورخودنیبسنایراووک

Cov[Y (t1), Z(t2)] = E[(Y (t1)−µY1)(Z(t2)−µZ2)] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
CX(t1−t2−τ+u)h1(τ)h2(u) dτ du

fYمأوتلامتحایلاگچعبات،هجیتنرد (t1),Z(t2)(y, z)تساریزتروصهب:

fY,Z(y, z) =
1

2πσY1σZ2

√
1− ρ2

× exp

(
− 1

2(1− ρ2)

[(
y − µY1

σY1

)2

− 2ρ

(
y − µY1

σY1

)(
z − µZ2

σZ2

)
+

(
z − µZ2

σZ2

)2
])

:ابتسارباربρیگتسبمهبیرضنآردهک

ρ =
Cov[Y (t1), Z(t2)]

σY1σZ2

.

)b(یفداصتیاهریغتمهکاجنآزا:یرامآلالقتسایاربیفاکومزالطرشY (t1)وZ(t2)نیبیگتسبمهرگا،دنتسهمأوتیسواگ

.دوبدنهاوخزینلقتسمیرامآرظنزااهنآ،)دوشرفصسنایراووکینعی(دشابرفصاهنآ

Y (t1) Z(t2)و دنتسهلقتسم ⇐⇒ Cov[Y (t1), Z(t2)] = 0.

:زاتساترابعلالقتسایاربیفاکومزالطرش،الابردهدشهبساحمسنایراووکهطبارساسارب ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
CX(t1 − t2 − τ + u)h1(τ)h2(u) dτ du = 0.

:باوج.3

X(n+1) = αX(n)+W (n) = α(αX(n−1)+W (n−1))+W (n) = αn+1X(0)+

n∑
i=1

αiW (n−i) =

n∑
i=1

αiW (n−i)

.تسایسواگ،یسواگیاهدنیآرفیطخبیکرت

R(t, τ) = E[X(t)X(t+ τ)] = E[
t−1∑
i=1

αiW (t− 1− i)
t+τ−1∑
j=1

αjW (t+ τ − 1− j)

Wندوبلقتسمهبهجوتاب( (i)اه(

= E[

t−1∑
i=1

α2iW 2(t− 1− i)]

:نینچمه

E[W 2(t)] = V ar(W (t)) + E2(W (t) = σ2 + 0 = σ2

:سپ

R(t, τ) =
t−1∑
i=1

α2iE[W 2(t− 1− i)] =
t−1∑
i=1

α2iσ2 = σ2 1− α2t

1− α2
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:ندوبWSSابیرقتیسرربیاربلاح

lim
t→∞

(
R(t1 + t, τ)−R(t2 + t, τ)

)
= lim

t→∞

(
σ2 1− α2(t+t1)

1− α2
− σ2 1− α2(t+t2)

1− α2

)

=
σ2

1− α2
lim
t→∞

(
α2(t+t2) − α2(t+t1)

)
=

σ2(α2t2 − α2t1)

1− α2
lim
t→∞

α2t

= 0

0هبهجوتابسپ < α < .تسا۰رباربدحرادقم1

:یواستتابثا.4

)a(

E[(V (t)− V̂ (t))U(s)] = RV U (t− s)−
∫ ∞

−∞
h(θ)RUU (t− s− θ) dθ.

τهمهیاربفرطودنوچ = t− sتسارفص:

RV U (τ) = (h ∗RUU )(τ).

:هیروفلیدبت

SV U (ω) = H(ω)SUU (ω).

:ای

SV U (ω)− SUU (ω)H(ω) = 0.

)b(اطخناوتهطبارتابثا:

E
[
|V (t)− V̂ (t)|2

]
= RV V (0) +RV̂ V̂ (0)− 2RV V̂ (0).

:یفیططباورزاهدافتسااب

RV V (0) =

∫ ∞

−∞
SV V (ω) dω,

RV̂ V̂ (0) =

∫ ∞

−∞
SUU (ω) |H(ω)|2 dω,

RV V̂ (0) =

∫ ∞

−∞
SV U (ω)H(ω) dω.

:میدادناشنلبقشخبردنوچو
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H(ω) =
SV U (ω)

SUU (ω)
,

:دوش یمیراذگیاج

E
[
|V (t)− V̂ (t)|2

]
=

∫ ∞

−∞

[
SV V (ω)−

|SV U (ω)|2

SUU (ω)

]
dω.

.تسابولطمنامههک

5.)a(رتماراپابنساوپدنیآرفزاهبرضطاقنλ
D(Tعیزوتدرومردمینک یمیعسTهاوخلدهطقنیاربلاح.دنیآ یم3 تسدبتاعالطا(

D(TعیزوتTهظحلاتهبرضطاقننتشادتروصردمینک یمیعسادتبا.میروآ )|t1, t2, ..., tnدینکتقد.میروآتسدبار

X(ti)eابرباربTهطقنهبtiهطقنزاهدراوهبرضنازیمردهک
−θ(T−ti)هجیتنرد.دشاب یم

D(T )|t1, ..., tn = e−θT
n∑

i=1

X(ti)e
θti )1(

D(TودنتسهیسواگنامآوتاهX(ti)هجیتنردتسایسواگدنیآرفکیX(t)هک نیاهبهجوتاب تساه نآیطخبیکرتهک(

.دوش یمیسواگریغتمکی

D(T )|t1, ..., tn ∼ N

µe−θT
n∑

i=1

eθti , e−2θT
∑
i,j

eθ(ti+tj)e−θ|ti−tj |

 )2(

.مینک یمهبساحماریضایردیماادتبا

E[D(T )] = E [E [D(T )|t1, t2, ...., tn;N(T ) = n]]

= E

[
E

[
µe−θT

n∑
i=1

eθti |t1, t2, ...., tn;N(T ) = n

]]
N(Tطرشهب،تسانساوپN2(t)دنیآرفنوچ ) = nعیزوتt1, ..., tn)هجیتنرد.تساتخاونکی)بترمانتروصهب:

E[D(T )] = µe−θTE
[
nEt∼U(0,T )

[
eθt
]]

= µe−θTE
[
n
1

θ

(
eθT − 1

)]
= µe−θT 1

θ

(
eθT − 1

)
E [n] = µe−θT 1

θ

(
eθT − 1

) λ

3
T =

λµT

3θ

(
1− e−θT

)
.مینکهبساحمارسنایراومینک یمیعسلاح

V(D(T )) = V (E [D(T )|t1, t2, ...., tn;N(T ) = n]) + E [V (D(T )|t1, t2, ...., tn;N(T ) = n)]

= V

(
µe−θT

n∑
i=1

eθti

)
+ E

e−2θT
∑
i,j

eθ(ti+tj)e−θ|ti−tj |


θ(tiهکنیاهبهجوتاب + tj)− θ|ti − tj | = 2θmin(ti, tj)تساهبساحملباقریزتروصهبمودهلمج:

E

e−2θT
∑
i,j

eθ(ti+tj)e−θ|ti−tj |

 = E

e−2θT
∑
i,j

e2θmin(ti,tj)


= E

E
e−2θT

∑
i,j

e2θmin(ti,tj)|N(T ) = n


= e−2θTE

[
N(T )E

[
e2θt
]
+N(T )(N(T )− 1)E

[
e2θmin(t,s)

]]
= e−2θT

(
E [N(T )]E

[
e2θt
]
+ E [N(T )(N(T )− 1)]E

[
e2θmin(t,s)

])
6



E
[
e2θt
]
=

1

2θ

(
e2θT − 1

)
E
[
e2θmin(t,s)

]
=

∫ T

0

∫ T

0
e2θmin(t,s)dtds =

∫ T

0

(∫ s

0
e2θtdt+

∫ T

s
e2θsdt

)
ds

=

∫ T

0

(
1

2θ
(e2θs − 1) + (T − s)e2θs

)
ds

=
1
2θ + T

2θ
(e2θT − 1)− T

2θ
−
∫ T

0
se2θsds

E[N(T )] =
λT

3

E[N(T )(N(T )− 1)] = E[N(T )2]− E[N(T )] =
λ

3
T + (

λ

3
T )2 − λ

3
T =

1

9
λ2T 2

.میزادرپ یملواهلمجهبساحمهبلاح

V

(
µe−θT

n∑
i=1

eθti

)
= µ2e−2θT

(
V

(
E

[
n∑

i=1

eθti |N(T ) = n

])
+ E

[
V

(
n∑

i=1

eθti |N(T ) = n

)])
= µ2e−2θT

(
V
(
N(T )E

[
eθt
])

+ E
[
N(T )V

(
eθt
)])

= µ2e−2θT

(
V(N(T ))E

[
eθt
]2

+ E[N(T )]V
(
eθt
))

= µ2e−2θT

(
λ

3
E
[
eθt
]2

+
λ

3
V
(
eθt
))

=
λµ2e−2θT

3

(
E
[
eθt
]2

+ V
(
eθt
))

=
λµ2e−2θT

3
E
[
e2θt
]
=

λµ2

6θ

(
1− e−2θT

)
)b(یطرشعیزوتلبقتمسقهجوتابD(T ،میرادار(

D(T )|t1, ..., tn ∼ N

e−θT
n∑

i=1

µ(ti)e
θti , e−2θT

∑
i,j

eθ(ti+tj)k(ti, tj)

 )3(

،میرادهلئسمیاه ضرفهبهجوتاب

D(T )|t1, ..., tn ∼ N

e−θT
n∑

i=1

ti, e
−2θT

∑
i,j

Φ(ti)
TΦ(tj)


:میرادلاح

f(t1, ..., tn|D(T ) = d;N(T ) = n) ∝ f(D(T ) = d|t1, ..., tn;N(T ) = n) · f(t1, ..., tn|N(T ) = n)

= f(D(T ) = d|t1, ..., tn;N(T ) = n)
n!

Tn

→ f(t1, ..., tn|D(T ) = d;N(T ) = n) ∝ f(D(T ) = d|t1, ..., tn;N(T ) = n)

Kهکیتروصرد = 1

D(T )|t1, ..., tn ∼ N

(
e−θT

n∑
i=1

ti, e
−2θTn2

)
,t1عیزوتهجیتنرد ..., tn|D(T t1رادقمهباهنت( + ...+ tnنیاربانب.تساهتسباو

Y = t1 + ...+ tn

fY (y|D(T ) = d;N(T ) = n) =
eθT√
2πn

exp

(
e2θT

(
d− e−θT y

)2
2n2

)
=

eθT√
2πn

exp

((
y − eθTd

)2
2n2

)
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هجیتنرد

y|D(T ) = d;N(T ) = n ∼ N
(
eθTd, n2

)
:میرادمودلاوسیاربنینچمه

D(T )|t1, ..., tn ∼ N

e−θT
n∑

i=1

ti, e
−2θT

∑
i,j

K∑
k=1

a2kt
k
i t

k
j


،میراد

e−2θT
∑
i,j

K∑
k=1

a2kt
k
i t

k
j = e−2θT

K∑
k=1

a2k

(
n∑

i=1

tki

)2

= e−2θT
K∑
k=1

a2kM
2
k

هجیتنرد

D(T )|t1, ..., tn ∼ N

(
e−θTM1, e

−2θT
K∑
k=1

a2kM
2
k

)

،میرادمیدادناشنهکروطنامه

f(t1, ..., tn|D(T ) = d;N(T ) = n) ∝ f(D(T ) = d|t1, ..., tn;N(T ) = n)

,t1عیزوترادقمهکمینیب یمهجیتنردو ..., tn|D(T ) = d;N(T ) = nیورزااتکیتروصهبM1, ...,Mkدیآ یمتسدب.
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