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تصادفͬ فرآیند های
۱۴۰۵ −۱۴۰۴ اول نیم سال
ربیعͬ دکتر

کامپیوتر مهندسͬ دانشͺده

دقیقه ۱۵۰ : امتحان زمان پایان ترم امتحان ۱۴۰۴̸۱۱̸۲۱

n = 400 از منظور این به ͬ کنیم. م استفاده σ2 = 16 و α = 0.04 پارامترهای و Z آزمون از فرضیه ͷی بررسͬ برای .۱
کنید. مشخص را زیر موارد از هرکدام نادرستͬ یا درستͬ ͬ کنیم. م استفاده نمونه

ͬ کند. م پیدا افزایش کنیم، رد را اشتباه فرضیەهای اینکه احتمال α مقدار افزایش با الف)(۲نمره)
ͬ کند. م پیدا افزایش شود، رد اشتباه به درست، فرضیەی اینکه احتمال دهیم، افزایش را α مقدار که صورتͬ در ب)(۲نمره)
درست فرضیەی که است این احتمال نصف شود، رد اشتباه به µ ≤ 100 درست فرضیەی اینکه احتمال ج)(۲نمره)

شود. رد اشتباه به µ = 100
درست فرضیەی اینکه احتمال نکند، تغییری آن ها میانگین اما کنیم برابر ۱۰ را نمونەها تعداد که صورتͬ در د)(۲نمره)

ͬ کند. م پیدا کاهش شود، رد اشتباه به µ = 100
کاهش شود، رد اشتباه به درست، فرضیەی اینکه احتمال بوده، σ2 = 25 دادەها واریانس بدانیم که صورتͬ در ه)(۲نمره)

ͬ یابد. م

پاسخ

پارامتر این افزایش با شود. رد فرضیه، بودن درست وجود با دارد احتمال چقدر که است این نشان دهنده آلفا پارامتر درست:
کنیم، رد را اشتباه فرضیه اینکه احتمال بنابراین ͬ یابد. م کاهش اشتباه فرضیەهای نشدن رد احتمال یعنͬ دوم نوع خطای

ͬ یابد. م افزایش
است. صحیح مورد این آلفا، پارامتر تعریف به توجه با درست:

درست فرصیه شدن رد احتمال است، یͺسان آلفا مقدار taiⅼ two و taiⅼ one حالت دو هر در اینکه به توجه با نادرست:
است. یͺسان حالت دو هر در

احتمال بماند، ثابت نمونەها میانگین که صورتͬ در بنابراین ͬ یابد. م کاهش s متغیر نمونەها، تعداد افزایش با نادرست:
ͬ یابد. م افزایش درست فرضیه شدن رد احتمال بنابراین ͬ یابد. م افزایش بͽیرد قرار بحرانͬ ناحیه در اینکه

اینکه احتمال میانگین، یͺسان مقادیر ازای به بنابراین ͬ یابد. م افزایش نیز s متغیر یابد، افزایش واریانس مقدار اگر درست:
بودن ثابت به توجه با کردەاید، فرض مستقل را آزمایش دو اگر همچنین ͬ یابد. م کاهش بͽیرد قرار که بحرانͬ ناحیه در

است. یͺسان دو هر در درست فرضیه شدن رد احتمال آلفا،

بزنیم. تخمین نمونەبرداری ͷکم به x ∼ Exp(1) برای را P (x > 5) ͬ خواهیم م .۲

است؟ ناکارآمد تخمین این x برای ∼ Exp(1) از مستقیم نمونەگیری (آ) (۳نمره)چرا

احتمال محاسبه نحوه بͽیریم، نمونه q(x) ∼ Exp(λ) از p(x) ∼ Exp(1) از نمونەگیری جای به نمره)اگر (ب) (۵
بود؟ خواهد صورت چه important به sampling از استفاده با مدنظر

کنید. پیدا برای λ را مناسب مقدار تخمین گر این واریانس محاسبه با نمره) (ج) (۱۰

پاسخ
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است. نیاز زیادی بسیار نمونەهای به تخمین برای و بوده پایین بسیار نظر مورد رخداد احتمال (آ)
(ب)

Ep(x)[1(x > 5)] = Eq(x)[
p(x)

q(x)
1(x > 5)]

= Eq(x)[
e−x

λe−λx
1(x > 5)]

(ج)

Eq(x)[(
p(x)

q(x)
1(x > 5))2]− µ2

=

∫ ∞

−∞

p(x)2

q(x)2
1(x > 5)2q(x)dx− µ2

=

∫ ∞

5

e−2x

λe−λx
dx− µ2

داریم: 0 < λ < 2 برای پس ͬ شود م واگرا انتگرا این باشد λ ≥ 2 اگر

=
1

λ

∫ ∞

5

e(λ−2)xdx− µ2

=
1

λ(λ− 2)
(0− e(λ−2)5)− µ2

=
−e(λ−2)5

λ(λ− 2)
− µ2

صفر برابر و گرفته مشتق λ حسب بر بالا عبارت از 0 < λ < 2 بازه در واریانس کمینه مقدار کردن پیدا برای حال
ͬ دهیم. م قرار

5λ2 − 12 ∗ λ+ 2 = 0

با: است برابر 0 < λ < 2 بازه در معتبر جواب که

12−
√
104

10

به گذار احتمال .(F) شده مشͺل دچار و (S) کند ،(N) نرمال دارد: مختلف وضعیت سه که داریم سروری نمره) ۱۵) .۳
است: زیر صورت به ساعت هر در قبلͬ وضعیت اساس بر جدید وضعیت هر

T =


N S F

N 0.7 0.3 0.0
S 0.2 0.6 0.2
F 0.0 0.5 0.5


،(FP 1) سریع پاسخ ͬ کند: م ضبط را سرور وضعیت ساعت، هر در پاسخ دریافت زمان اساس بر پایشͽر سیستم ͷی

Fast Ping1
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وضعیت اساس بر سرور پاسخ دهͬ وضعیت سه از کدام هر مشاهده احتمال .(T 2) پاسخ دریافت عدم ،(SP) کند پاسخ
است: زیر صورت به سرور داخلͬ

FP SP T
N 0.9 0.1 0.0
S 0.1 0.8 0.1
F 0.0 0.5 0.5


۳ طول در ͬ کند. م کار به شروع (S) کند یا (N) نرمال وضعیت های از ͬͺی در مساوی احتمال با شدن روشن از پس سرور
،(T) پاسخ دریافت عدم .۲ ،(FP) سریع پاسخ .۱ است: کرده ثبت را وضعیت سه ترتیب به پایشͽر سیستم اول ساعت
مشͺل دچار پایشͽر سیستم اتصال دوم ساعت در که ͬ شود م متوجه بررسͬ از پس سرور کارشناس .(SP) کند پاسخ .۳

نیست. اعتماد قابل دوم ساعت در شده ثبت وضعیت نتیجه در و شده

فعالیت اولیه ساعت ۳ در و شروع هنگام در را سرور وضعیت های محتمل ترین موجود، اطلاعات تمامͬ گرفتن نظر در با
. دهید) گزارش وضعیت ۴ است لازم که بͽیرید نظر (در آورید دست به

را محاسبات و کرده جایͽزین را اعداد سپس و نوشته را آن به مربوط ریاضͬ روابط ابتدا مسئله حل برای لطفا ●
دهید. انجام

دهید. انجام اعشار رقم ۳ دقت با را محاسبات لطفا ●

Viterbi Aⅼgorithⅿ

Initiaⅼization:

δ1(i) = maxP (q1 = Si, O1) = πi bi(O1), 1 ≤ i ≤ N

Forwarⅾ Reⅽursion:

δk(j) = maxP (q1, . . . , qk−1, qk = Sj, O1, O2, . . . , Ok)

= max
i

[
aij bj(Ok)maxP (q1, . . . , qk−1 = Si, O1, O2, . . . , Ok−1)

]
= max

i

[
aij bj(Ok) δk−1(i)

]
, 1 ≤ j ≤ N, 2 ≤ k ≤ K

Terⅿination:
P ∗ = max

i

[
δK(i)

]
پاسخ

H: Hiⅾⅾen states: N، S، F
S: Observabⅼe states: FP، P، T
H0: Initiaⅼ State Ⅾistribution: p0(N) = 0.5, p0(S) = 0.5, p0(F ) = 0.

Observations: (O1, O2, O3) = (FP, T, SP )، but as O2 is unreⅼiabⅼe، it ⅽan aⅽtuaⅼⅼy be any of the
TP، SP، anⅾ T states so (O1, O2, O3) = (FP, ?, SP ).

Timeout2
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Goaⅼ:

argⅿaxH0,H1,H2,H3
p((H0, H1, H2, H3)|(O1 = FP,O3 = SP ))

∝ p((O1 = FP,O3 = SP )|(H0, H1, H2, H3))× p(H0, H1, H2, H3)
(۱)

Viterbi:

δt(i) = max
H0,...,Ht−1

p(H0, . . . , Ht−1, Ht = i, O1, . . . , Ot)

∀t > 0 : δt(i) = max
j∈(N,S,F )

δt−1(j)× p(i|j)× p(Ot|Ht = i)

ψt>0(i) : argⅿaxj∈(N,S,F )δt−1(j)× p(i|j)× p(Ot|Ht = i)

(۲)

● t = ۰

– δ0(N) = 0.5

– δ0(S) = 0.5

● t = ۱

– δ1(N) = p(FP |N)×max(δ0(N)p(N |N), δ0(S)p(N |S), δ0(F )p(N |F )) = 0.9×max(0.5×
0.7, 0.5× 0.2) = 0.315; ψ1(N) = N

– δ1(S) = p(FP |S)×max(δ0(N)p(S|N), δ0(S)p(S|S), δ0(F )p(S|F )) = 0.1×max(0.5×
0.3, 0.5× 0.6) = 0.03; ψ1(S) = S

– δ1(F ) = p(FP |F )×max(δ0(N)p(F |N), δ0(S)p(F |S), δ0(F )p(F |F )) = 0

● t = ۲ Note: There is no observation obⅼigation here so we ⅽan oⅿit the p(O2|H2) part.

– δ2(N) = max(δ1(N)p(N |N), δ1(S)p(N |S), δ1(F )p(N |F )) = max(0.315 × 0.7, 0.03 ×
0.2) = 0.220; ψ2(N) = N

– δ1(S) = max(δ0(N)p(S|N), δ0(S)p(S|S), δ0(F )p(S|F )) = max(0.315 × 0.3, 0.03 ×
0.6) = 0.094; ψ2(S) = N

– δ1(F ) = max(δ0(N)p(F |N), δ0(S)p(F |S), δ0(F )p(F |F )) = max(0.315 × 0, 0.03 ×
0.2) = 0.006; ψ2(F ) = S

● t = ۳

– δ3(N) = p(SP |N)×max(δ2(N)p(N |N), δ2(S)p(N |S), δ2(F )p(N |F )) = 0.1×max(0.220×
0.7, 0.094× 0.2) = 0.015; ψ3(N) = N

– δ3(S) = p(SP |S)×max(δ2(N)p(S|N), δ2(S)p(S|S), δ2(F )p(S|F )) = 0.8×max(0.220×
0.3, 0.094× 0.6, 0.006× 0.5) = 0.053; ψ3(S) = N

– δ3(F ) = p(SP |F )×max(δ2(N)p(F |N), δ2(S)p(F |S), δ2(F )p(F |F )) = 0.5×max(0.094×
0.2, 0.006× 0.5) = 0.009; ψ3(F ) = S

Baⅽkwarⅾ:

● argⅿaxi(δ3(i)) = S

● ψ3(S) = N

● ψ2(N) = N
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● ψ1(N) = N

Therefore، the ⅿost probabⅼe reaⅼ states are: N → (N، N، S).

در که اطلاعاتͬ تنها .N(0) = 0 و ͬ شود م مشاهده [0, T ] بازۀ روی که باشد شمارشͬ فرایند ͷی N(t) کنید فرض .۴
است: زیر صورت به دارید اختیار

است. مستقل افزایش های دارای N(t) فرایند ،t هر برای ●
،ͷکوچ h > 0 برای ●

P (N(t+ h)−N(t) = 1) = θh+ o(h) P (N(t+ h)−N(t) ≥ 2) = o(h)

است. نامعلوم پارامتر ͷی θ > 0 آن در که

.N(T ) = n که ͬ دانید م خاص طور به و ͬ کنید م مشاهده T زمان تا را نمونه مسیر کل شما
دهید: پاسخ زیر سؤالات به

آورید. دست به [0, T ] بازۀ روی مشاهدات اساس بر را L(θ) درست نمایی تابع (۴نمره) .۱

کنید. پیدا را θ̂ یعنͬ (ⅯⅬE) بیشینه درست نمایی برآوردگر (۴نمره) .۲

کنید. محاسبه را Var(θ̂) واریانس و E[θ̂] ریاضͬ امید (۴نمره) .۳
آورید. دست به θ اریبِ بدون برآوردگرهای برای ۴را کرامر–رائو پایین کران و فیشر۳ اطلاعات (۴نمره) .۴

دهید. توضیح را خود دلیل است؟ (effiⅽient) کارا برآوردگر ͷی θ̂ آیا (۴نمره) .۵

پاسخ
Proof that the ⅽounting proⅽess is Poisson
Assuⅿe a ⅽounting proⅽess N(t) satisfies:
(۱ N(0) = 0 (۲ Inⅾepenⅾent inⅽreⅿents (۳ For sⅿaⅼⅼ h > 0:

P (N(t+ h)−N(t) = 1) = θh+ o(h),

P (N(t+ h)−N(t) = 0) = 1− θh+ o(h),

P (N(t+ h)−N(t) ≥ 2) = o(h),

where θ > 0.
We prove that N(T ) ∼ Poisson(θT ).

Ⅾiviⅾe the intervaⅼ [0, T ] into m equaⅼ parts of ⅼength

∆ =
T

m
.

Ⅼet
Xi = N(i∆)−N((i− 1)∆), i = 1, . . . ,m.

Fisher information۳

Cramér–Rao۴
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By inⅾepenⅾent inⅽreⅿents، the variabⅼes X1, . . . , Xm are inⅾepenⅾent.
For sⅿaⅼⅼ ∆:

P (Xi = 1) = θ∆+ o(∆), P (Xi = 0) = 1− θ∆+ o(∆),

P (Xi ≥ 2) = o(∆).

Thus، eaⅽh Xi behaves ⅼike a Bernouⅼⅼi variabⅼe with suⅽⅽess probabiⅼity

pm = θ∆+ o(∆).

Sinⅽe

N(T ) =
m∑
i=1

Xi,

we obtain approxiⅿateⅼy
N(T ) ∼ Binoⅿiaⅼ(m, pm).

Henⅽe،
P (N(T ) = n) =

(
m

n

)
pnm(1− pm)

m−n.

Substitute ∆ = T/m:

pm = θ
T

m
+ o

(
1

m

)
.

Now take the ⅼiⅿit as m→ ∞.
First،

(1− pm)
m =

(
1− θ

T

m
+ o

(
1

m

))m

−→ e−θT .

Seⅽonⅾ، (
m

n

)(
T

m

)n

−→ T n

n!
.

Therefore،
lim

m→∞
P (N(T ) = n) = e−θT (θT )

n

n!
.

Henⅽe،
N(T ) ∼ Poisson(θT ).

Sinⅽe this hoⅼⅾs for every T > 0، the proⅽess {N(t)} is a Poisson proⅽess with rate θ. For a
Poisson proⅽess،

Pθ(N(T ) = n) = e−θT (θT )
n

n!
.

The ⅼog−ⅼikeⅼihooⅾ is
ℓ(θ) = −θT + n log θ + n log T − log(n!).
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Ⅾifferentiating anⅾ setting to zero:

ℓ′(θ) = −T +
n

θ
= 0 ⇒ θ̂ =

n

T
.

Sinⅽe N(T ) ∼ Poisson(θT )،

E[θ̂] = θ, Var(θ̂) =
θ

T
.

The Fisher inforⅿation is
I(θ) =

T

θ
,

anⅾ the ⅭRⅬB is
Var(θ̃) ≥ θ

T
.

Henⅽe θ̂ is effiⅽient.

تمام معادل، طور (به ورودها تاریخچۀ کل شما باشد. λ > 0 نامعلوم نرخ با پواسون فرایند ͷی {N(t)}t≥0 کنید فرض .۵
نظر در ثابت را t0 ∈ (0, T ) عدد است. ثابت T > 0 آن در که ͬ کنید، م مشاهده [0, T ] بازۀ روی را پرش) زمان های

صورت به را هدف کمیت و بͽیرید
g(λ) := λ2e−λt0

کنید. تعریف

است. کافͬ آمارۀ ͷی λ برای N(T ) آمارۀ فرایند، مسیر کل مشاهدۀ وجود با که دهید (۵نمره)نشان .۱
است. کامل N(T ) آمارۀ که کنید (۵نمره)ثابت .۲

بسته فرم ͷی صورت به را آن و بیابید را g(λ) برای (UⅯVUE) کمینه واریانس با اریب بدون برآوردگر (۱۰نمره) .۳
کنید. ارائه

پاسخ

(a) If the observeⅾ path has N(T ) = n، the joint ⅾensity of orⅾereⅾ arrivaⅼ tiⅿes 0 < u1 <
· · · < un < T is

f(u1, . . . , un | λ) = λne−λT1{0 < u1 < · · · < un < T}.

This ⅾepenⅾs on the ⅾata onⅼy through n = N(T )، so by faⅽtorization N(T ) is suffiⅽient.
(b) Ⅼet N := N(T ) ∼ Poisson(λT ). Suppose Eλ[h(N)] = 0 for aⅼⅼ λ > 0. Then for aⅼⅼ λ > 0،

0 =
∞∑
k=0

h(k)e−λT (λT )
k

k!
=⇒ 0 =

∞∑
k=0

h(k)
(λT )k

k!

after ⅿuⅼtipⅼying by eλT . The right−hanⅾ siⅾe is an entire power series in λ that is iⅾentiⅽaⅼⅼy
0، henⅽe aⅼⅼ ⅽoeffiⅽients vanish: h(k)/k! = 0 for aⅼⅼ k، so h(N) = 0 a.s. Therefore N(T ) is
ⅽoⅿpⅼete.

(ⅽ) Sinⅽe N(T ) is ⅽoⅿpⅼete anⅾ suffiⅽient، the UⅯVUE is the unique unbiaseⅾ funⅽtion of
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N(T ). Ⅼet N ∼ Poisson(λT ) anⅾ set

a := 1− t0
T

∈ (0, 1).

Use the faⅽtoriaⅼ−ⅿoⅿent iⅾentity (ⅾerivabⅼe froⅿ the pgf) for Poisson:

E
[
(N)2 a

N−2
]
= (λT )2eλT (a−1), (N)2 := N(N − 1).

Sinⅽe a− 1 = −t0/T ، this beⅽoⅿes

E
[
(N)2 a

N−2
]
= (λT )2e−λt0 .

Therefore an unbiaseⅾ estiⅿator of λ2e−λt0 is

δ(N) =
1

T 2
(N)2 a

N−21{N ≥ 2} =
N(T )(N(T )− 1)

T 2

(
1− t0

T

)N(T )−2

1{N(T ) ≥ 2}.

Beⅽause δ is aⅼreaⅾy a funⅽtion of the ⅽoⅿpⅼete suffiⅽient statistiⅽ، it is the UⅯVUE:

UMVUE =
N(T )(N(T )− 1)

T 2

(
1− t0

T

)N(T )−2

1{N(T ) ≥ 2} .

خریده پاوربانک r تعداد کار، محل و خانه بین طولانͬ رفت وآمد مسیر در ͬ اش گوش شدن خاموش از جلوگیری برای ͷباب .۶
ممͺن اتفاق همین ͬ برد. م خود با پاوربانک ͷی برسد، 20% از کمتر به او گوشͬ باتری سطح اگر صبح، روز هر است.
کار محل یا خانه در موجود پاوربانک های تعداد ͷباب چون حال، این با دهد. رخ نیز کار محل ترک هنگام عصرها است
همۀ گاهͬ است ممͺن نتیجه، در ببیند. را ضعیف باتری هشدار که ͬ دارد برم پاوربانک ͷی زمانͬ تنها ͬ کند، نم پیͽیری را

باشد. نداشته مسیر میانۀ در گوشͬ شدن خاموش جز چارەای ͷباب و شوند جمع مͺان ͷی در پاوربانک ها

عصر در چه و کار محل به رفتن هنگام صبح در چه ͬ شود، م ضعیف باتری هشدار دچار p احتمال با ͷباب که کنید فرض
خانه. به بازگشت هنگام

کنید. محاسبه را آن انتقال احتمال های و کرده مدل سازی مارکوف زنجیرۀ ͷی صورت به را مسئله (۵نمره) .۱
آورید. دست به را زنجیره ۵ مانای توزیع (۶نمره) .۲

کنید. محاسبه ͬ شود، م مواجه گوشͬ شدن خاموش مشͺل با ͷباب که را بلندمدت۶ͬ نرخ (۶نمره) .۳

پاسخ

.۱ States: The nuⅿber of power banks at hoⅿe، ⅾenoteⅾ by Si.
Transition probabiⅼities:

● i ̸= 0, r:
– P (Si−1|Si): Ⅼow−battery aⅼert in the ⅿorning )p،( but not in return )q = 1 − p(

⇒ pq

– P (Si|Si): Aⅼert in the ⅿorning anⅾ in return or no aⅼert neither in the ⅿorning
nor in return: ⇒ p2 + q2

stationary distribution۵

long-run rate۶
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– P (Si+1|Si): No aⅼert in the ⅿorning، but ⅼow−battery experienⅽe in return ⇒ qp

● i = 0:
– P (S0|S0): No aⅼert in return ⇒ q

– P (S1|S0): Aⅼert in return ⇒ p

● i = r:
– P (Sr|Sr): Aⅼert in the ⅿorning anⅾ in return؛ No aⅼert in the ⅿorning ⇒ p2 + q

– P (Sr−1|Sr): Aⅼert in the ⅿorning but not in return ⇒ pq

.۲ Aⅽⅽorⅾing to steaⅾy−state equations:

π0 = P (S0|S1)π1 + P (S0|S0)π0 ⇒ π0 = pqπ1 + qπ0 ⇒ π0 = qπ1

π1 = P (S1|S0)π0 + P (S1|S1)π1 + P (S1|S2)π2 ⇒ π1 = p× qπ1 + (p2 + q2)π1 + pqπ2

⇒ pqπ1 = pqπ2 ⇒ π1 = π2

π2 = P (S2|S1)π1 + P (S2|S2)π2 + P (S2|S3)π3 ⇒ π2 = pqπ2 + (p2 + q2)π2 + pqπ3

⇒ pqπ2 = pqπ3 ⇒ π2 = π3

∀i < r; πi−1 = πi ⇒ πi = πi+1 as
πi = P (Si|Si−1)πi−1 + P (Si|Si)πi + P (Si|Si+1)πi+1 ⇒ πi = pqπi + (p2 + q2)πi + pqπi+1

⇒ pqπi = pqπi+1 ⇒ πi = πi+1

r∑
i=0

πi = 1 ⇒ qπ1 + r ∗ π1 = 1 ⇒ π1 =
1

q + r

∀i ̸= 0; πi = π1 = 1 =
1

q + r
; π0 = qπ1 =

q

q + r
(۳)

.۳ There are two suⅽh situations: .۱ Being at S0 anⅾ seeing aⅼert in the ⅿorning or being at Sr،
not seeing aⅼert in the ⅿorning but seeing aⅼert when returning froⅿ work. The ⅼong−run
probabiⅼity wouⅼⅾ be:

π0 × p+ πr × q × p =
q

q + r
× p+

1

q + r
× qp =

2qp

q + r
(۴)


