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تصادفͬ فرآیند های
۱۴۰۴ −۱۴۰۳ اول نیم سال
ربیعͬ دکتر

کامپیوتر مهندسͬ دانشͺده

دقیقه ۱۵۰ امتحان: زمان پایانترم آزمون

هستند. θ > 0 شرط با U(0, θ) توزیع از مستقل و تصادفͬ نمونەهای x1, x2, . . . , xN دادەهای .۱

داشته وجود کامل کافͬ آماره اگر قضیه، طبق (راهنمایی: بیابید. θ برای (CSS) کامل کافͬ آماره ͷی نمره) ۱۰) (آ)
کنید.) پیدا (MSS) کمینه کافͬ آماره ͷی که است کافͬ تنها بنابراین هست. نیز کامل کمینه، کافͬ آمارەی باشد،

(N > k که کنید (فرض بیابید. 1
θk

برای UMV UE ͷی ،k > 0 صحیح عدد ازای به نمره) ۱۵) (ب)

این است.او بیشتر آن در خط احتمال و نبوده سالم سͺه که است معتقد ولͬ دارد اختیار در سͺه ͷی علͬ نمره) ۱۵) .۲
خط باید او که دفعاتͬ تعداد باشد، دیده شیر بار ۲ او اگر ͬ کند. م بیان دادەاست انجام که آزمایشͬ اساس بر را نتیجەگیری

(α = 0.05) است؟ چقدر باشد صحیح ادعایش تا باشد دیده

آن در که است، ارزیابی قابل راحتͬ به p̃(x) مقدار اما است، دشوار p(z) مطلوب توزیع از مستقیم نمونەگیری اوقات گاهͬ .۳
Rejection Sampling نام به دیͽری نمونەگیری روش از حالت، این در است. نرمال سازی ثابت ͷیZp̃ و p(x) = p̃(x)

Zp̃

است: زیر شرح به Rejection Sampling مراحل ͬ کنیم. م استفاده
ͬ کنیم م معرفͬ k ثابت ͷی سپس کرد. نمونەگیری راحتͬ به ͬ توان م آن از که ͬ کنیم م معرفͬ q(x) پیشنهادی توزیع ͷی ابتدا
توزیع از x0 عدد ͷی ابتدا ،p(x) از نمونەگیری برای .∀x : kq(x) ≥ p̃(x) که ͬ شود م انتخاب گونەای به آن مقدار که
اگر نهایت، در ͬ کنیم. م تولید [0, k × q(x0)] بازه روی بر یͺنواخت توزیع از u0 عدد ͷی سپس ͬ کنیم. م تولید q(x)

ͬ شود. م پذیرفته x0 صورت این غیر در ͬ شود، م رد نمونه باشد، u0 > p̃(x0)

دهید: پاسخ زیر سوالات به لطفاً

ͷی فوق فرآیند که کنید اثبات سپس و بنویسید را Prob(aⅽⅽeptX|X = x0) پذیرش احتمال ابتدا نمره) ۱۵) (آ)
ͬ کند. م تولید p(x) توزیع از x0 نمونه

ͬ کنند. م ارضا را k برای لازم شرط دو هر که بͽیرید نظر در را k2 و k1 مانند k برای مختلف مقدار دو نمره) ۵) (ب)
چرا؟ ͬ دهیم؟ م ترجیح نمونەگیری برای را ͷی کدام باشد، k1 > k2 اگر

دهید. توضیح را روش این نقطەضعف ͷی نمره) ۵) (ج)

صحیح عدد هر برای باشد. P انتقال ماتریس با مارکوف فرآیند ͷی X = [X0, X1, X2, . . . ] کنید فرض نمره) ۱۰) .۴
داشت: خواهیم n ≥ 0 و m ≥ 0 هر برای سپس .P (n)(i, j) = Prob(Xn = j|X0 = i) داریم n غیرمنفͬ

P (m+n)(i, j) = ΣkP
(n)(k, j)× P (m)(i, k)
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کنید. اثبات را معادله این لطفاً ͬ شود. م شناخته Chapman-Kolmogorov معادله نام به معادله این

به قدم زن ͷی ͬ دهیم. م قرار دایره ͷی روی برابر فاصلەهای با ساعت گرد صورت به ترتیب به را x3 و x2 ، x1 نقطه سه .۵
جهت در pi =

i
4

احتمال با باشد xi در اگر ثانیه هر در قدم زن این ͬ گیرد. م قرار نقاط این از ͬͺی در تصادفͬ صورت
ͬ کند. م حرکت آن جهت خلاف 1− pi احتمال با و کرده حرکت ساعت عقربەهای

کنید. محاسبه را آن پایای توزیع و آورده در مارکوف فرآیند ͷی صورت به را مسئله این نمره) ۱۵) (آ)
است؟ چقدر ساعت عقربەهای جهت در ثانیه بر دور حسب بر قدم زن این متوسط سرعت نمره) ۱۰) (ب)

ͬ شود، م تعریف زیر صورت به برش دادەشده نمایی توزیع نمره) ۲۵) .۶

X ∼ E(a, b) : fX(x) =
1

b
e−

(x−a)
b I[a,∞)(x)

.Y1, Y2, ..., Yn ∼ E(a′, b′) و X1, .., Xn ∼ E(a, b) کنید فرض

بیابید. b′

b
برای UⅯVUE ͷی و a′ − a برای UⅯVUE ͷب .۱

ͬ شود؟ م برقرار برابری آیا کنید. محاسبه قبل قسمت تخمین گرهای برای را Cramer −Rao کران .۲
بیابید. UⅯVUE a′−a

b
و b برای .b = b′ کنید فرض .۳

ندارد. وجود a برای UⅯVUE کنید ثابت a′ = a کنید فرض .۴

دهید. ارائه a برای مناسب نااریب تخمین گر ͷی قسمت فرض با .۵
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پاسخ نامه

۱ سوال

آ)
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ب)

۲ سوال
p−vaⅼue مقدار است سالم سͺه کنیم فرض اگر انگاه است بوده خط بقیه و شیر آن بار ۲ که باشد n او آزمایش های کل اگر

با است برابر آن در شیر کمتر یا بار ۲ مشاهده )برای
n
0

)
2n

+

(
n
1

)
2n

+

(
n
2

)
2n

داریم پس باشد 0.05 از کمتر باید مقدار این )که
n
0

)
2n

+

(
n
1

)
2n

+

(
n
2

)
2n

≤ 0.05

1

2n
+

n

2n
+

n(n−1)
2

2n
≤ 0.05

2 + 2n+ n(n− 1)

2 ∗ 2n
+ ≤ 0.05

2 + n+ n2+ ≤ 0.1 ∗ 2n
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11 ≤ n

باشد. ۹ مساوی بیشتر او توسط شده مشاهده خط های تعداد باید این بنابر
۳ سوال

آ)

Prob(aⅽⅽeptX|X = x0) =
p̃(x0)
kq(x0)

با: است برابر که ͬ دهد م انجام را Prob(X = x0|aⅽⅽept) توزیع از نمونەگیری شده، ذکر فرآیند

Prob(X = x0|aⅽⅽept) = Prob(X = x0, aⅽⅽept)
Prob(aⅽⅽept)

=
Prob(aⅽⅽept|X = x0)× Prob(X = x0)

Prob(aⅽⅽept)

=
( p̃(x0)
kq(x0)

)× (q(x0))∫
X
( p̃(X)
kq(X)

)× (q(X))

=
p̃(x0)
k
Zp̃

k

=
p̃(x0)

Zp̃

= p(x0)

(۱)

ب)

همین به ͬ یابد. م افزایش نمونەها شدن رد نرخ بنابراین ͬ شود. م بیشتر u0 > p̃(x0) احتمال باشد، بزرگ تر k مقدار هرچه
شدن رد نرخ و شده نزدیͷ تر هدف توزیع به پیشنهادی توزیع تا باشد، ͷکوچ ممͺن حد تا k مقدار ͬ دهیم م ترجیح دلیل

یابد. کاهش

ج)

بیشتری مراحل تعداد موردنظر، نمونەهای آوردن بەدست برای بنابراین ͬ شوند، م رد نمونەها از بخشͬ شدن. رد فرآیند خود
است. لازم موردنیاز نمونەهای واقعͬ تعداد به نسبت

۴ سوال
پایه: مرحله

P (0)(i, j) =

{
1 i = j

0 i ̸= j
(۲)

:m ≥ 1, n ≥ 1 کنید فرض حال
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P (m+n)(i, j) = Prob(Xm+n = j|X0 = i)

= ΣkProb(Xm+n = j|Xm = k,X0 = i)× Prob(Xm = k|X0 = i)

= ΣkProb(Xn = j|X0 = k)× Prob(Xm = k|X0 = i)

= ΣkP
(n)(k, j)× P (m)(i, k)

(۳)

۵ سوال
ͬ کنید م مشاده آ شͺل در را مسئله این با متناظر مارکوف فرآید (آ)

دایره روی نقاط مارکوف فرآیند :۱ شͺل

داریم: آن پایای توزیع برای 0 1− p2 p3
p1 0 1− p3

1− p1 p2 0

x1

x2

x3

 =

x1

x2

x3


 −1 1− p2 p3

p1 −1 1− p3
1− p1 p2 −1

x1

x2

x3

 =

00
0


آن جای به و کرده حذف را اول عبارت پس است محاسبه قابل بقیه روی از و بوده زاید آن ها از ͬͺی بالا عبارات در

ͬ کنیم. م جایͽزین را زیر رابطە
x1 + x2 + x3 = 1

 1 1 1
p1 −1 1− p3

1− p1 p2 −1

x1

x2

x3

 =

10
0


ͬ کنیم. م جایͽذاری را احتمال ها مقادیر حال
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 1 1 1
1
4

−1 1− 3
4

1− 1
4

2
4

−1

x1

x2

x3

 =

10
0


1 1 1

1
4

−1 1
4

3
4

2
4

−1

x1

x2

x3

 =

10
0


داریم: دستگاه حل با

x1 =
2

5

x2 =
1

5

x3 =
2

5

داریم: قدم زن متوسط سرعت برای (ب)

1

3
(
2

5

1

4
+

1

5

2

4
+

2

5

3

4
)− 1

3
(
2

5

3

4
+

1

5

2

4
+

2

5

1

4
)

1

3
(
2

20
+

2

20
+

6

20
)− 1

3
(
6

20
+

2

20
+

2

20
)

1

3
(
10

20
+)− 1

3
(
10

20
) = 0

امتیازی سوال
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(۱
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(۲
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(۳
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(۵ ،۴


