
خدا نام به

تصادفͬ فرایندهای
۱۴۰۲ −۱۴۰۳ اول نیم سال
ربیعͬ حمیدرضا

کامپیوتر مهندسͬ دانشͺده

پایان ترم

نمره) ۱۵) پاسخ کوتاه ۱

صورت در کرد؟ تعیین را آن بودن نادورە ای۲ مارکوف، زنجیرە ی ͷی گذار۱ ماتریس داشتن با تنها ͬ توان م آیا نمره، ۵ .۱
کنید. بیان را امر این دلیل صورت این غیر در دهید، ارائه کار این برای الͽوریتمͬ مثبت پاسخ

حالت، دو هر بازای که صورتͬ در بͽیرید.۳ نظر در شمارا و نامحدود حالات تعداد با مارکوف زنجیرە ی ͷی نمره، ۵ .۲
بازگشت۴ͬ حتما مارکوف زنجیرە ی باشد. مثبت محدود، گام های تعداد در دوم حالت به اول حالت از رسیدن احتمال

است.

است. eθ برای unbiased تخمین گر ͷی eY آن گاه باشد، θ پارامتر برای unbiased تخمین گر ͷی Y اگر نمره، ۵ .۳
1Transition Matrix
2Aperiodic
3Countably Infinite
4Recurrent



تصادفͬ ۱۲فرایندهای از ۲ صفحه

پاسخ

نمره) ۲۰) گزینە ای چهار سوالات ۲
است؟ درست همواره زیر گزارە های از ͷی کدام باشد، WSS تصادفͬ فرایند ͷی توان۵ͬ طیف چͽالͬ s(f) اگر نمره، ۵ .۱

s(0) ≥ s(f) (آ)
s(f) ≥ 0 (ب)

s(−f) = −s(f) ∞∫(ج)
−∞ s(f)df = 0 (د)

است؟ Xt تصادفͬ فرایند RX(τ)
خودهمبستگ۶ͬ تابع ͬ های ویژگ از گزینه کدام نمره، ۵ .۲

5Power Spectral Density
6Auto-correlation Function



تصادفͬ ۱۲فرایندهای از ۳ صفحه

ͬ دهد. م رخ τ = 0 در آن بیشینە ی که است قطع۷ͬ تابعͬ (آ)
است. متناوب و قطعͬ تابعͬ (ب)

است. ایستا تصادفͬ فرایند ͷی (ج)
است. متناوب تصادفͬ فرایند ͷی (د)

h(t) = ضربە ی پاسخ با LTI سیستم به ورودی عنوان به را آن که بͽیرید نظر در WSS فرایند ͷی را X(t) نمره، ۵ .۳
تابع حسب بر RY Y (τ) خودهمبستگͬ تابع بͽیرید. Y (t) فرایند را سیستم این خرجͬ ͬ دهیم. م δ(t+ a)− δ(t− a)

است. آمده زیر گزینە های از ͷی کدام در RXX(τ) خودهمبستگͬ

RY Y (τ) = 2RXX(τ)−RXX(τ + 2a)−RXX(τ − 2a) (آ)
RY Y (τ) = 2RXX(τ) + RXX(τ + a) + RXX(τ − a) (ب)

RY Y (τ) = 2RXX(τ) + RXX(τ + 2a) + RXX(τ − 2a) (ج)
RY Y (τ) = 2RXX(τ)−RXX(τ + a)−RXX(τ − a) (د)

نیست؟ گاوسͬ تصادفͬ فرایند ͬ های ویژگ از زیر گزینە های از ͷی کدام نمره، ۵ .۴

ͬ شود. م تعریف کامل صورت به خودهمبستگͬ و میانگین بوسیلە ی گاوسͬ فرایند ͷی (آ)
هست. هم SSS آن گاه باشد WSS گاوسͬ فرایند ͷی اگر (ب)

فرایند ͷی هم سیستم خروجͬ شود، داده ورودی LTI سامانە ی ͷی به ورودی عنوان به گاوسͬ فرایند ͷی اگر (ج)
بود. خواهد گاوسͬ

وابسته هم به آماری صورت به از آن ها آن گاه باشند، ناهمبسته۸ هستند، گاوسͬ توام صورت به که فرایند دو اگر (د)
هستند.

7Deterministic
8Uncorrelated



تصادفͬ ۱۲فرایندهای از ۴ صفحه

پاسخ



تصادفͬ ۱۲فرایندهای از ۵ صفحه

نمره) ۲۰) پوآسون ۳

گلوله ͷی λ نرخ با X(t) پوآسون فرآیند ͷی رویدادهای از ͷی هر با بودن فعال صورت در آنها همه که داریم تفنگ زیادی تعداد
فعال i+1 تفنگ ، i تفنگ توسط گلوله ͷشلی هر با ͬ کنیم. م غیرفعال را اول تفنگ از غیر تفنگ ها همه ابتدا در ͬ کنند. م ͷشلی

دهید. پاسخ زیر سوالات به شده داده اطلاعات به توجه با ͬ شود. م



تصادفͬ ۱۲فرایندهای از ۶ صفحه

است؟ چقدر [0, t] بازه در شلیͷ ها تعداد میانگین الف. نمره،  ۱۰ .۱

است؟ چقدر [t1, t2] بازه در شلیͷ ها تعداد میانگین ب. نمره،  ۱۰ .۲

پاسخ

داریم ͬ کنیم. م تعریف [0, t] بازه در شده ͷشلی گلولە های تعداد را Nt

E[Nt|Xt] =
(xt)(xt + 1)

2
=

x2
t + xt

2

که میدانیم همینطور
E[X2

t ] = λt+ (λt)2

E[Nt] = λt+
(λt)2

2

E[Nt2 −Nt1 ] =
(λt2)

2 − (λt1)
2

2
+ λ(t2 − t1)

نمره) درستنمایی۹(۲۵ بیشینە ی تخمین گر ۴
بͽیرید. نظر در زیر صورت به را Y1, Y2, ..., Yn تصادفͬ متغیرهای

Yi = βxi + ϵi, i = 1, ..., n

نظر در دانسته را σ2 .ϵi
iid∼ N (0, σ2) کنید فرض همچنین بͽیرید، نظر در ثابت مقادیر را x1, x2, ..., xn بالا رابطە ی در

بͽیرید.

آورید. بدست (β, σ2) برای بعدی دو کافͬ آمارە ی نمره، ۵ .۱

unbiased آمده بدست تخمین گر که دهید نشان همچنین آورید. بدست β برای را درستمایی بیشینە ی تخمین گر نمره، ۵ .۲
است.

کنید. پیدا را دوم بخش در آمده بدست پاسخ توزیع نمره، ۵ .۳

است. β برای unbiased تخمین گر ͷی
∑

Yi/
∑

xi مقدار دهید نشان نمره، ۵ .۴

کنید. مقایسه درستنمایی بیشینە ی تخمین گر واریانس با را آن و کرده محاسبه را
∑

Yi/
∑

xi واریانس نمره، ۵ .۵
9Maximum Likelihood Estimator
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پاسخ

نمره) ۱۵) مارکوف زنجیرە ی ۵
کاملا صورت به توپ ͷی مارکوف زنجیرە ی از گام هر در دارد. قرار آن ها درون توپ N مجموعا که داریم جعبه دو کنید فرض
در باشد. n زمان در اول جعبە ی توپ تعداد Xn کنید فرض ͬ شود. م منتقل دیͽر جعبە ی به و شده انتخاب یͺنواخت و تصادفͬ
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ͬ شود: م تعریف زیر صورت به مارکوف زنجیرە ی این گذار ماترین صورت این

P (x, y) =


N−x
N

, if y = x+ 1
x
N
, if y = x− 1

0, otherwise.

است. 1
2

و N پارامترهای با binomial توزیع ͷی مارکوف زنجیرە ی این برای یͺتا ایستای توزیع که دهید نشان

پاسخ

نمره) ۲۵) اهمیت۱۰ بر مبتنͬ برداری نمونه ۶
فرض هستیم. p(x) احتمال۱۱ اندازە ی روی 0 < m < f(x) < M کران دار تابع امیدریاضͬ تخمین دنبال به سوال این در
بازای کنید فرض همچنین دهیم. انجام آن از را نمونە برداری ͬ توانیم م که داریم اختیار در را q(x) دیͽر احتمال اندازە ی ͷی کنید

ͬ دهیم. م نشان p << q با را خاصیت این که q(x) > 0 باشیم داشته است، p(x) > 0 که هایی x تمامͬ
در µ = Ep[f(x)] تخمین برای را زیر تخمین گرهای شدە اند. نمونە برداری q از x1, x2, ..., xn مستقل نمونە های کنید فرض

بͽیرید. نظر

µ̂IPS =
1

n

n∑
i=1

f(xi)
p(xi)

q(xi)

µ̂NIPS =

∑n
i=1 f(xi)

p(xi)
q(xi)∑n

i=1
p(xi)
q(xi)

10Importance Sampling
11Probability Measure



تصادفͬ ۱۲فرایندهای از ۹ صفحه

µ̂PⅯ =
1

n
f(xi)

2p(xi)

p(xi) + q(xi)

تمامͬ باشد p = q که صورتͬ در دهید نشان سپس است. unbiased تخمین گر ͷی µ̂IPS دهید نشان ابتدا نمره، ۵ .۱
هستند. unbiased تخمین گرها

به دارد وجود q(x) >> p(x) توزیع کنید ثابت δ > 0 و τ < µ ،n ≤ N داشتن با .µ > 0 کنید فرض نمره، ۵ .۲
:n ≤ N هر بازای که طوری

P(|µ̂IPS − µ| ≥ τ) ≥ 1− δ

کرد. بزرگ اندازه هر را µ̂IPS واریانس میتوان q و p مناسب انتخاب با n ≤ N برای کنید ثابت همچنین

یعنͬ است. unbiased مجانبی صورت به µ̂IPS کنید ثابت نمره، ۵ .۳

lim
n→∞

µ̂IPS = µ

nها: همە ی ازای به دهید نشان همچنین

V(µ̂IPS) ≤
(M −m)2

4

باشیم: داشته و f(x) = 1 کنید فرض نمره ۵ .۴

P(p(x) ≥ αq(x)) ≥ 1

1 + α

کنید: ثابت .α > 6 ازای به
E[µ̂PⅯ]− µ ≥ 1

4

کنید ثابت همچنین

V[µ̂PⅯ]− µ ≤ (M −m)2

n

هر کنید مشخص و کرده بررسͬ را ͷی هر معایب و مزایا کنید، مقایسه یͺدیͽر با را شده معرفͬ تخمین گرهای نمره، ۵ .۵
ͬ شوند. م داده ترجیح دیͽران بر شرایطͬ چه در کدام

پاسخ
Triviaⅼ. .۱

that: suⅽh ⅽhosen is t where A = [t,+∞) Set .۲

Pp(x > t) ≤ ϵ

as: A on q ⅾefine anⅾ q(Ac) = ϵ′ that suⅽh Ac on q of vaⅼues set We

q(x) = kp(x)

k =
1− ϵ′∫

A
p(x)dx

≥ 1− ϵ′

ϵ



تصادفͬ ۱۲فرایندهای از ۱۰ صفحه

in aⅼⅼ are they if So .Ac in are xi the of none that (1− ϵ′)N ⅼeast at of probabiⅼity a is there Now
have: we ،A

µ̂IPS =
1

n

n∑
i=1

f(xi)
p(xi)

q(xi)
=

1

n

n∑
i=1

f(xi)
p(xi)

kp(xi)
≤ 1

n

n∑
i=1

M
ϵ

1− ϵ′
= M

ϵ

1− ϵ′

easiⅼy is whiⅽh soⅼveⅾ، is probⅼeⅿ we ،M ϵ
1−ϵ′

≤ µ − τ anⅾ (1 − ϵ′)N ≥ 1 − δ have we if So
aⅽhievabⅼe.

varianⅽe، For
V(µ̂IPS) =

1

n

(
Eq

[
f(x)

p2(x)

q2(x)

]
− µ2

)
set، we if Again

t : Pq(X ≥ t) = ϵ

anⅾ
p(x) =

1

2ϵ
q(x)

varianⅽe، on bounⅾ ⅼower foⅼⅼowing the have wiⅼⅼ We .x < t for arbitrary anⅾ x ≥ t for

V(µ̂IPS) ≥
m

4nϵ

ⅼarge. arbitrariⅼy set ⅽan Whiⅽh

have: We .۳

µ̂NIPS =

1
n

∑n
i=1 f(xi)

p(xi)
q(xi)

1
n

∑n
i=1

p(xi)
q(xi)

we nuⅿbers ⅼarge of ⅼaw strong the by ،B = 1
n

∑n
i=1

p(xi)
q(xi)

anⅾ A = 1
n

∑n
i=1 f(xi)

p(xi)
q(xi)

set we if
have:

A → Eq

[
f(x)

p(x)

q(x)

]
= µ

B → Eq

[
p(x)

q(x)

]
= 1

have: we So
µ̂NIPS =

A

B
→ µ

1
= µ

have، we varianⅽe، the For

m =
1

n

n∑
i=1

m
p(xi)

q(xi)
≤ µ̂IPS ≤ 1

n

n∑
i=1

M
p(xi)

q(xi)
= M

varianⅽe. its on bounⅾ proposeⅾ the have we So .[m,M ] in bounⅾeⅾ is µ̂IPS So
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have، We .۴

E[µ̂PM ]− µ = E[µ̂PM ]− E[µ̂IPS] = E[µ̂PM − µ̂IPS]

= E

[
1

n

n∑
i=1

f(xi)
2p(xi)

p(xi) + q(xi)
− 1

n

n∑
i=1

f(xi)
p(xi)

q(xi)

]

=
1

n
E

[
n∑

i=1

f(xi)

(
2p(xi)

p(xi) + q(xi)
− p(xi)

q(xi)

)]

=
1

n
E

[
n∑

i=1

f(xi)
p(xi)

p(xi) + q(xi)

(
p(xi)

q(xi)
− 1

)]

،Y = p(X)
q(X)

set we if

E[µ̂PM ]− µ = E
[
x(x− 1)

x+ 1

]
= E

[
x(x− 1)

x+ 1
|x < 1

]
P (x < 1) + E

[
x(x− 1)

x+ 1
|x > 1

]
P (x > 1)

≥ −1

4
+ E

[
x(x− 1)

x+ 1
|x > 1

]
P (x > 1) ≥ −1

4
+ E

[
x(x− 1)

x+ 1
|x > α

]
P (x > α)

≥ −1

4
+

α(α− 1)

α + 1

1

1 + α

have، we so ،α(α−1)
(α+1)

≥ 1
2

،α > 6 for have We

E[µ̂PM ]− µ ≥ −1

4
+

1

2
=

1

4

have، we varianⅽe، For

V(µ̂PM) = V

(
1

n

n∑
i=1

f(xi)
2p(xi)

p(xi) + q(xi)

)
=

1

n
V
(
f(X)

2p(X)

p(X) + q(X)

)
=

1

n
V(g(X))

.V(g(X)) ≤ (M −m)2 have we So .2m ≤ g(X) ≤ 2M have: we but

be ⅽan bias the saⅿpⅼes، of nuⅿber fixeⅾ a for but unbiaseⅾ، is estiⅿator IPS seen، have we As .۵
the as ⅾeⅽays whiⅽh high، arbitrariⅼy be ⅽan it anⅾ varianⅽe high a has aⅼso It ⅼarge. arbitrariⅼy
know we or saⅿpⅼes of nuⅿber ⅼarge very a have we when So inⅽreases. saⅿpⅼes of nuⅿber
estiⅿator. appropriate an be ⅽan IPS ⅾistribution، target the to ⅽⅼose is ⅾistribution proposaⅼ the
ⅼarge a with ⅿeans whiⅽh unbiaseⅾ، asyⅿptotiⅽaⅼⅼy is it but unbiaseⅾ، not is estiⅿator NIPS The
of nuⅿber sⅿaⅼⅼ a in Even vaⅼue. target the to ⅽⅼoser anⅾ ⅽⅼoser beⅽoⅿes it saⅿpⅼes، of nuⅿber
as ⅾisaⅾvantage، a neⅽessariⅼy not is NIPS in bias so vaⅼues، target froⅿ far be ⅿay IPS saⅿpⅼes،
has it that is NIPS of feature Another inⅽreases. saⅿpⅼes of nuⅿber the as ⅾiⅿinishes it as ⅼong
of varianⅽe the ،q anⅾ p of ⅽhoiⅽe the of inⅾepenⅾent So varianⅽe. its on bounⅾ upper fixeⅾ a
we but ⅼarge is saⅿpⅼes of nuⅿber the when So property. favorabⅼe a is whiⅽh sⅿaⅼⅼ، is NIPS
estiⅿator NIPS the ،q anⅾ p of ⅽⅼoseness the about inforⅿation or assuⅿptions any know ⅾon’t

ⅽhoiⅽe. gooⅾ a be ⅽan
with ⅾifferent are q anⅾ p when bias on bounⅾ ⅼower positive fixeⅾ a has estiⅿator PⅯ The
ⅽor− be not ⅽan estiⅿator PⅯ the in bias the IPS، anⅾ NIPS to ⅽontrast in So ratio. big soⅿe
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ⅽan it other، eaⅽh to ⅽⅼose not are q anⅾ p if So have. we saⅿpⅼes ⅿany how ⅿatter no reⅽteⅾ
varianⅽe its on bounⅾ a has estiⅿator PⅯ the But aⅽⅽurateⅼy. vaⅼue target the estiⅿate never
varianⅽe the ⅾeⅽrease arbitrariⅼy ⅽan we So inⅽreases. saⅿpⅼes of nuⅿber the as vanishes whiⅽh
،q anⅾ p of ⅽhoiⅽe the of inⅾepenⅾent saⅿpⅼes، of nuⅿber the inⅽreasing by estiⅿator the of
sⅿaⅼⅼ a with estiⅿator stabⅼe a for So have. estiⅿators NIPS anⅾ IPS the of none property a
its of ⅽoⅿposition a is estiⅿator an of ⅯSE the that Note ⅽhoiⅽe. gooⅾ a be ⅽan PⅯ varianⅽe،

varianⅽe. anⅾ bias
vari− anⅾ bias sⅿaⅼⅼ both has NIPS bias، on foⅽuseⅾ fuⅼⅼy is estiⅿator IPS the that see we Here
finⅾing ⅿereⅼy is estiⅿation the of goaⅼ the When varianⅽe. on ⅿore foⅽuseⅾ is PⅯ anⅾ anⅽe،
soⅿetiⅿes But estiⅿators. proposeⅾ the between ⅽhosen be ⅽan NIPS target، the of vaⅼue the
of vaⅼue ⅼoss the is vaⅼue target the e.g. vaⅼue، target a ⅿaxiⅿizing or ⅿiniⅿizing is goaⅼ the
so iⅿportant، ⅼess is estiⅿator the in bias situation، this In ⅿoⅾeⅼ. a training for objeⅽtive the

ⅽhoiⅽe. better a be ⅽan estiⅿator PⅯ the
worst the be ⅽan soⅿetiⅿes estiⅿator unbiaseⅾ the ⅽhoosing that see ⅽan we ⅽonⅽⅼusion، In

bias. just than iⅿportant ⅿore is varianⅽe anⅾ bias of ⅽoⅿposition the anⅾ ⅾo to thing
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